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Аннотация. Работа посвящена исследованию реакции квадрокоптера на управ-
ляющие воздействия с централизованной и децентрализованной структурой регуля-
тора при различных начальных условиях. Обратная связь по фазовым координатам 
синтезирована с использованием метода модального управления на основе решения 
матричного уравнения Сильвестра и метода оптимального управления на основе 
принципа максимума Понтрягина. Для синтезированных управлений вычислены 
оценки погрешности воспроизведения заданной траектории квадрокоптера. Исследо-
вания проведены с использованием пакета прикладных программ MATLAB. 
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Abstract. This paper investigates the response of the quadrocopter to control impacts 
with various initial conditions. Phase coordinate feedback is synthesized using the modal 
control method based on the solution of the Sylvester matrix equation and the optimal con-
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Введение 
В последнее время исследованию беспилотных летательных аппара-

тов, к которым относится и квадрокоптеры, уделяется большое внимание 
в связи с широкими возможностями их использования в различных сфе-
рах гражданского и военного применения [5, 8]. Обеспечение устойчиво-
сти квадрокоптера во время движения по заданной траектории является 
сложной теоретической и практической проблемой, привлекающей при-
стальное внимание разработчиков систем управления квадрокоптера-
ми [6, 9]. 

Решение задачи управления квадрокоптерами осуществляется как 
традиционными подходами классической теории автоматического 
управления на основе использования пропорционально-интегрально-
дифференциальных регуляторов, так и с использованием различных 
адаптивных регуляторов [1, 8], методов H  теории управления [10], ре-

гуляторов, построенных на основе синергетического подхода [2] и 
нейронных сетей [11]. Однако, использование таких методов управления 
приводят к усложнению регуляторов и как следствие к увеличению сто-
имости и уменьшению надежности квадрокоптеров. 

В статье для стабилизации движения квадрокоптера на заданной 
траектории предлагается использовать метод модального управления на 
основе решения матричного уравнения Сильвестра [7]. 

1. Постановка задачи
Квадрокоптер является беспилотным летательным аппаратом (БЛА),

представляющим платформу с четырьмя роторами. Одна пара роторов 
вращается по часовой стрелке, другая — против часовой стрелки. По 
сравнению с БЛА вертолетного типа квадрокоптеры обладают рядом 
преимуществ, таких как: надежность и простота конструкции, большая 
стабильность, компактность и маневренность, малая взлетная масса при 
существенной массе полезной нагрузки. 

Нелинейная математическая модель квадрокоптера. Исследова-
ние траекторий квадрокоптера производится на основе математической 
модели, представленная в работе [12]. 
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где ,x, y z  — координаты центра масс квадрокоптера в абсолютной си-

стеме координат; ,,    — углы Эйлера; i  —– управляющий сигнал, 
представляющий собой квадрат угловой скорости винта i -го мотора 
квадрокоптера; , ,x y zA A A  — коэффициенты аэродинамического сопро-

тивления; l  — расстояние от центра масс квадрокоптера до моторов; 
, ,x y zI I I  — моменты инерций, b  — коэффициент крутящего момента 

моторов. 
Параметры модели равны: 
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Линеаризация исходной модели. При синтезе управлений квадро-
коптером используется линеаризованная модель вида 
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где ( )x t  —- фазовый вектор и ( )u t  — управляющее воздействие со сле-

дующими компонентами: 
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Матрицы A  и B  — частные производные от нелинейной функции в 
правой части системы уравнений (1) по соответствующим векторным ар-
гументам 
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2. Синтез обратной связи

Оптимальное управление. Для системы (3) с обратной связью
( ) ( )u t kx t  (6) 

найдём оптимальное управление, минимизирующее функционал: 
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T T
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t
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  (7)

с матрицами 0 0T TQ = Q > ,R = R > , которые задаются таким образом, 
чтобы регулятор удовлетворял в наибольшей степени динамике квадро-
коптера [4]. 

Матрица регулятора K  в обратной связи имеет вид: 
1 TK = R B P,  

где P  — решение матричного уравнения Риккати: 
1 0.T TA P + PA PBR B P +Q =  

Синтез оптимального регулятора требует знания всех компонент 
вектора состояния, а квадрокоптер не обеспечивает полноты набора из-
меряемых величин. Поэтому следует построить и объединить с регуля-
тором обратной связи асимптотический наблюдатель [4]. 

Так как особая точка представлена не конкретными значениями фа-
зового вектора x, а множеством возможных значений, имеет смысл син-
теза оптимального управления при различных начальных условиях. 

Для проверки работоспособности регулятора в среде 
MATLAB & Simulink была построена динамическая модель квадроко-
птера. 

Траектория полёта квадрокоптера задаётся следующим образом: 
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лютной погрешности воспроизведения траектории определяется нера-
венством [3] 

.i i iE y y    (19) 

Погрешность вычисляется с использованием евклидова расстояния 
по алгоритму. 

1. Для некоторой точки реализованной траектории вычисляется рас-
стояние до каждой точки заданной траектории.  

2. Находится минимум из расстояний, вычисленных на шаге 1.
3. Повторяется шаги 1 и 2 до тех пор, пока не закончатся все точки

полученной траектории. 
4. Находится максимум из всех ранее вычисленных минимумов, вы-

численных на шаге 2 
Полученный максимум является оценкой погрешности реализа-

ции заданной траектории. Результаты вычислений оценки погрешно-
сти для оптимального и стабилизирующего управления представлены 
в таблице 1. 

Таблица 1 
Оценка погрешности 

Управление Начальные условия 
Точность воспроизведения 

траектории 

оптимальное 
централизованное 

нулевые по фазовому  
вектору 

0.9791E   

оптимальное 
централизованное 

по углу рысканья 0.9817E   

оптимальное 
децентрализованное 

нулевые по фазовому 
вектору 

2.7476E   

оптимальное 
децентрализованное 

по углу рысканья 0.9817E   

стабилизирующее 
нулевые по фазовому 

вектору 
0.0819E   

Как видно из таблицы, наименьшую оценку погрешности имеет ста-
билизирующее управление. 



Заключение 
В работе исследована точность воспроизведения квадрокоптером 

заданной траектории полёта. Проведено сравнение погрешности траек-
тории при использовании стабилизирующей обратной связи, синтезиро-
ванной методом модального управления на основе решения матричного 
уравнения Сильвестра и оптимального управления, полученного в ре-
зультате решения задачи линейно-квадратичной оптимизации. Выпол-
ненные с использованием математической модели квадрокоптера вычис-
лительные эксперименты показали большую эффективность стабилизи-
рующего управления, обеспечивающего заданный спектр собственных 
значений матрицы замкнутой системы. 
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